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第四章 热力学模型

4.1 基本框架

先考虑一个封闭系统，由1个液相和p个固相组成，其中液相可以统一的写成l个

化合物的组合，用ni表示l个化合物中第i个化合物的摩尔量，可定义如下向量nl

nL =



n1

n2
...

nl



GL表示液相的Gibbs自由能，定义该液相的化学势(chemical potential)为如下向量

µL = (
∂GL

∂nL
)T ,P =



∂GL/∂n1

∂GL/∂n2
...

∂GL/∂nl



同理，可以对p个固相定义各自的组成，nmi中的元素表示该固相组成的端元(end-
member component)的物质的量，对应的有p个µ

nm1 =



n11

n12
...

n1m1



, nm2 =



n21

n22
...

n2m2



, . . . , nmp =



np1

np2
...

npmp



µm1 =



∂Gm1/∂n11

∂Gm1/∂n12
...

∂Gm1/∂n1m1



, µm2 =



∂Gm2/∂n21

∂Gm2/∂n22
...

∂Gm2/∂n2m2



, . . . , µmp =



∂Gmp
/∂np1

∂Gmp
/∂np2
...

∂Gmp
/∂npmp


封闭系统的Gibbs自由能G = GL +Gm1 +Gm2 + . . . +Gmp

，定义一个维数为n = l + m1 +
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m2 + . . . + mp的向量

n =



nL

nm1

...

nmp


以及该封闭系统的化学势

µ = (
∂G
∂n

)T ,P =



µL

µm1

...

µmp


µ的维数为n，表示的是GL,Gm1,Gm2, . . . ,Gmp

之间相互独立。因此，封闭系统下的最优

化问题变成，一定的T, P下，给定化学元素组成来最小化G，数学描述为

min
n

G s.t. b

其中，b表示的是，不同的相经过化学反应生成的液相中l个化合物的总摩尔量，

比如第一个固相中的m1个端元经化学反应生成液相中l个化合物，因此此处应该

定义一个转换矩阵(Transformation Matrix)，使得n经转换后得到b，记该转换矩阵
为I,Tm1,Tm2, . . . ,Tmp ,

b =



b1

b2
...

bl


= I · nL + Tm1 · nm1 + Tm2 · nm2 + . . . + Tmp · nmp

=

[
I Tm1 Tm2 . . . Tmp

]
·



nL

nm1

...

nmp


= C · n

因为G是n的非线性函数，求解起来十分麻烦，为了方面地得到最小值，可以将G泰勒
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展开，得到关于n的线性函数，再行最优化。在n̂处对G泰勒展开，得到

G = Gn̂ + G′n̂ · (n − n̂) +
1
2

(n − n̂)T · G′′n̂ · (n − n̂) + ε

= Gn̂ + µ
T
n̂ · (n − n̂) +

1
2

(n − n̂)T ·Hn̂ · (n − n̂) + ε

H = (
∂µ

∂n
)T ,P =



HL

Hm1

Hm2

. . .

Hmp



一般的，我们称HL,Hmi
为Hess矩阵，定义如下

HL = (
∂µTL
∂nL

)T ,P =



∂2GL

∂n1∂n1

∂2GL

∂n2∂n1
· · ·

∂2GL

∂nl∂n1
∂2GL

∂n1∂n2

∂2GL

∂n2∂n2
· · ·

∂2GL

∂nl∂n2
...

...
. . .

...

∂2GL

∂n1∂nl

∂2GL

∂n2∂nl
· · ·

∂2GL

∂nl∂nl



Hmi
= (

∂µTmi

∂nmi

)T ,P =



∂2Gmi

∂ni1∂ni1

∂2Gmi

∂ni2∂ni1
· · ·

∂2Gmi

∂nimi
∂ni1

∂2Gmi

∂ni1∂ni2

∂2Gmi

∂ni2∂ni2
· · ·

∂2Gmi

∂nimi
∂ni2

...
...

. . .
...

∂2Gmi

∂ni1∂nimi

∂2Gmi

∂ni2∂nimi
· · ·

∂2Gmi

∂nimi
∂nimi



在G的泰勒展开式中，ε表示高阶无穷小量，当n̂满足(n − n̂)T · (n − n̂) = 0时，ε = 0.
G的最优化函数变成

min
n

G = Gn̂ + µ
T
n̂ · (n − n̂) +

1
2

(n − n̂)T ·Hn̂ · (n − n̂)

s.t b = C · n

在封闭系统中b保持不变，维数是l，n中前l个元素表示的意义与b一致，当我们改
变n中后n − l个元素的值时，只需给定n中前l个元素特定的值就可以满足b = C · n，数
学意义指的是n中后n − l个元素是独立的，可以自由变化。我们的最优化问题其实是

寻找特定的n − l个元素的值（也就是确定了n），使得在此摩尔量下系统的G最小。根
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据奇异值分解定理，先将C分解为特定的矩阵，再求出G最小时n的值。

正交性定理 4.1.1 如果矩阵V1 ∈ R
n×r的列与列之间相互正交，则必存在V2 ∈ R

n×(n−r )，

使得

V =
[
V1 V2

]
∈ Rn×n

奇异值分解定理 4.1.1 如果A是一个m × n的矩阵，则必存在正交矩阵

U =
[
u1 u2 · · · um

]
∈ Rm×m and V =

[
v1 v2 · · · vn

]
∈ Rn×n

使得

UTAV = diag(σ1, σ2, · · · , σp) ∈ Rm×n, p = min (m, n)

并且σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0.

正交性显然，下面用其证明奇异值分解定理。令x ∈ Rn, y ∈ Rm，它们的二阶泛数为

一，即xTx = 1,yTy = 1。另外，它们还满足Ax = σy,显然σ = ‖A‖2.根据正交性，可以
令V1 = x,U1 = Y，则必存在V2 ∈ R

n×(n−1),U2 ∈ R
m×(m−1)使得V =

[
x V2

]
∈ Rn×n和U =

[
y U2

]
∈ Rm×m都是正交矩阵。所以

UTAV =


yT

UT
2


A

[
x V2

]
=



yTAx yTAV2

UT
2Ax UT

2AV2


=



σ wT

0 UT
2AV2


≡ A1

其中，w ∈ Rn−1以及UT
2AV2 ∈ R

(m−1)×(n−1)。又因为


A1



σ

w





2

2

≥ (σ2 + wTw)
2

由上式可得，‖A1‖
2
2 ≥ σ

2 + wTw = ‖A‖22 + wTw = UTAV
2
2 + wTw = ‖A1‖

2
2 + wTw，因

此wTw = 0，即w = 0。所以，存在正交矩阵U和V使得

UTAV =


σ 0
0 UT

2AV2



之后对UT
2AV2进行上述操作，可证明奇异值分解定理。

由奇异值分解定理可知，存在U ∈ Rl×l和V ∈ Rn×n，且UTU = I ∈ Rl×l,VTV = I ∈
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Rn×n，使得

UTCV =
[
Cl 0

]

在上式两端同时乘上U，可得

CV = UUTCV =
[
UCl 0

]
=

[
Rl 0

]
= R

把V记作
[
K1 K2

]
，其中K1 ∈ R

n×l,K2 ∈ R
n×(n−l )。显然KT

1K1 = I ∈ Rl×l,KT
2K2 = I ∈

R(n−l )×(n−l ),KT
1K2 = 0。

b = C · n可以写成

b = RVT · n =
[
Rl 0

] 

KT
1

KT
2


· n = RlKT

1 n

前文提到，我们的最优化问题其实是寻找特定的n−l个元素的值（以确定n），使得在此
摩尔量下系统的G最小。此处，将n表示为n1 ∈ R

l×1和n2 ∈ R
(n−l )×1的和n = K1n1+K2n2，

最优化问题实际上变成寻找特定的n2。

b = RlKT
1 n

= RlKT
1 (K1n1 +K2n2)

= RlKT
1K1n1

= Rln1

由于b给定，Rl可以由C导出，所以n1 = R−1l b可以直接求出。最优化问题变成如下形
式

min
n2

G = Gn̂ + µ
T
n̂ · (K1n1 +K2n2 − n̂) +

1
2

(K1n1 +K2n2 − n̂)T ·Hn̂ · (K1n1 +K2n2 − n̂)

G对n2求导，令导数等于0，可得

∂G
∂n2
= KT

2 µ +KT
2H(K1n1 − n̂) +K2HK2n2 = 0

上式中，除了n2，其他变量的值都是已知的，因此利用上式可以解出n2，n =


n1

n2


是
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封闭环境中的最优解，即当环境达到Gibbs自由能最小时，其处于均衡状态，此时的
相组成和化学组成就是n。

关于上述模型中的液相的l个化合物的选择，应当能够囊括液相中的重要元素,可
以考虑岩浆中的一组l = 16的化合物(Ghiorso et al., 1983)，如下

Si4O8,Ti4O8, Al16/3O8, Fe16/3O8,Cr16/3O8, Fe4Si2O8, Mn4Si2O8, Mg4Si2O8

Co4Si2O8, Ni4Si2O8,Ca4Si2O8, Na16/3Si8/3O8, K16/3Si8/3O8, P16/3O8, Sr8O8, H2O

当然也可以考虑一个更简单的组合(Ghiorso et al., 1995)，该组合被广泛接纳，其
中l = 12。

SiO2,TiO2, Al2O3, Fe2O3,Cr2O3, FeO, MgO,CaO, Na2O, K2O, P2O5, H2O

考虑一个开放系统，特别地，对岩浆而言，其应该对O2开放。O2在岩浆中的作

用有两个，其一是与其他元素结合构成上述化合物，其二是作为氧化剂，改变

上述二价铁与三价铁的相对含量。因此，开放系统中Fe2O3和FeO的量不仅受到

原始元素组成的控制，还与氧逸度 fO2有关。 fO2作为外生变量，在最优化问题中

起到的作用与T, P类似，它们与外界环境息息相关，不同的是， fO2可以通过变

换，从而成为限制条件b = C · n的一部分。 n(Fe) = 2n′(Fe2O3) + n′(FeO)与封闭

系统中的量一样，但开放系统中r = n′(Fe2O3)/[2n′(Fe2O3) + n′(FeO)]的值与 fO2有

关，给定 fO2，r将保持不变，记作r ( fO2 )。则n′(Fe2O3) = r ( fO2 )n(Fe)，n′(FeO) =

[1 − 2r ( fO2 )]n(Fe)。用n′(Fe2O3)和n′(FeO)替代b中的n(Fe2O3)和n(FeO)得到新的向

量b′。相应地，改变C中与二价铁、三价铁有关的变换Tmi
, i ∈ {1, 2, · · · , p}，得到新的

变换矩阵C′。这两个变化可以表述如下两个函数 f1和 f2。

f1 : b 7→ b′

f2 : C 7→ C′

对O2开放的系统而言，需要最小化的变量不再是原来的G，而是G − GO2，GO2表示的

是过剩O2的吉布斯自由能，应当从岩浆中减去。而且，GO2 = nO2 (µ
0
O2
+ RTln fO2 )所

以，开放系统下的最优化方程变为

min
n

(G − GO2 ) = Gn̂ + µ
T
n̂ · (n − n̂) +

1
2

(n − n̂)T ·Hn̂ · (n − n̂) − nO2 (µ
0
O2
+ RT ln fO2 )

s.t b′ = C′ · n
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依照封闭系统下求解最优化问题的解法，对上述问题可以解出n1和n2，n =


n1

n2


是开

放环境中的最优解，即当环境达到G −GO2最小时，其处于均衡状态，此时的化学组成

和相组成就是n。

4.2 G的热力学表达

在上述算法中，我们假定Gibbs自由能是给定的并且存在一阶和二阶导数，现在
我们具体的给出Gibbs自由能的表达式。Gibbs自由能作为表述体系状态的一种状态函
数，虽然可以从基本的物理、化学定律求得理论值，但因为理论求解过程中的假设数

量多且假设过于严格，在应用上价值不够。本文参考前人的实验拟合，并根据化学定

律，给出岩浆混合体系的Gibbs自由能的解。由于H2O的特殊性并且岩浆混合体系中并

非都含有水，在第一部分我们先考虑一个无水的简单的混合体系，再在第二部分着重

强调其在岩浆混合体系中的独特作用。

4.2.1 无水混合体系

利用基本的热力学原理、物质混合原理等，液体混合物的Gibbs自由能Gl iquid可以

表示为

Gl iquid =

l∑
i=1

µ0ini + Gmix

=

l∑
i=1

µ0ini + Gideal + Gexcess

=

l∑
i=1

µ0ini + N RT
l∑

i=1

xi lnxi + Gexcess

第一部分为物质单独存在于标准状态下的Gibbs自由能，第二部分是理想环境下物质
混合的Gibbs自由能，然而现实世界中物质混合还有一部分Gibbs自由能的产生，此处
记为Gexcess，它与混合物质总的物质的量（N）相关，还取决于与不同物质间的相互
关系（x j xk , x j和xk表示 j、 k的摩尔分数mole fraction），最后使用一个函数w jk来表示
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环境变量（T, P）对Gibbs自由能的影响。下面给出其表达式

Gexcess = N ·
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jk x j xk

= N ·
1
2
· xTWx

第二个等式是用矩阵表示的二项式，是为了简化计算。另外，在相同的温度压力条件

下， j、 k的混合与k、 j的混合对体系Gibbs自由能的影响是相同的，即w jk = wk j，而

且wii的值为0，因为相同化合物的混合被看作理想条件的混合，被计入Gideal。因此，

我们可以有以下关系

x =



x1

x2
...

xl



W =



w11 w12 · · · w1l

w21 w22 · · · w2l
...

...
. . .

...

wl1 wl2 · · · wll



, WT =W and wii = 0

因此，利用混合物质各物质的量及其摩尔分数，可以表达出混合体系的Gibbs自由能，
如下

Gl iquid =

l∑
i=1

µ0ini + N RT
l∑

i=1

xi lnxi + N ·
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jk x j xk

为了得到混合体系的Gibbs自由能，只需要知道w jk，此处可以利用已知温度压力条件

下的实验数据拟合得到w jk。为了方便实验数据的拟合，先求出化学势

(
∂Gl iquid

∂ni

)
T ,P,b

= µ0i +
∂N RT

∑l
i=1 xi lnxi

∂ni

+
∂ 1
2 N
∑l

j=1
∑l

k=1 w jk x j xk

∂ni

= µ0i + (1) + (2)
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下面分别求(1)和(2)的值，对于(1)

∂N RT
∑l

j=1 x j lnx j

∂ni

=
∂RT

∑l
j=1 n j ln

n j

N

∂ni

= RT
∂ni ln ni

N
+ ∂
∑

j,i n j ln
n j

N

∂ni

= RT[ln
ni

N
+ ni

N
ni

N − ni

N2 +
∑
j,i

n j

N
n j

n j

−1
N2 ]

= RT[lnxi +
N − ni −

∑
j,i n j

N
]

= RT lnxi

对于(2)

∂ 1
2 N
∑l

j=1
∑l

k=1 w jk x j xk

∂ni

=
∂ 1
2
∑l

j=1
∑l

k=1 w jkn jnk
1
N

∂ni

=
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk ·
−1
N2 +

1
N

l∑
k=1

wiknk

= −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk

综合(1)和(2)，得到ni的化学势

(
∂Gl iquid

∂ni

)
T ,P,b

= µ0i + RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk

而混合体系中ni的化学势还有另一种表达，并且可以写作ni的活度的方程式

(
∂Gl iquid

∂ni

)
T ,P,b

= µ0i + RT lnai

对于相同条件下、同一体系的同种物质，化学势的上述两种表达应该相等。因此

RT lnai = RT lnxi + RT lnγi

= RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk
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其中，γi表示活度系数(activity coefficient)。由上式可以直接得到

RT lnγi = −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk

在热力学模型中提到，整个体系包括一个由l中化合物混合而成的混合体系和p个不同

的固相，当整个体系达到均衡状态时，液相中的物质与固相中的对应物质的化学势要

相等，例如固相中某一个相mi中的某个端元M与液相达到均衡，则有

µM =

l∑
i=1

νi µi

µ0m + RT lnasolid
M =

l∑
i=1

νi (µ0i + RT lnal iquid
i )

l∑
i=1

νRT lnal iquid
i − RT lnasolid

M = µ0m −

l∑
i=1

νi µ
0
i = RT lnk

其中，νi表示的是液相中的化合物i与M转化（化学反应）时的化学计量(stoichiometric
reaction coefficient)，µ0m −

∑l
i=1 νi µ

0
i是一个常数，记作RT lnk，k给定。RT lnal iquid的值

已经计算过，此处代入，得到

l∑
i=1

νi (RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jk x j xk +

l∑
k=1

wik xk ) − RT lnasolid
M = RT lnk

因为要估计w jk的值，所以将w移到等式右边，表示为w jk的函数

RT lnk + RT lnasolid
M −

l∑
i=1

νiRT lnxi =

l∑
i=1

νi

l∑
k=1

wik xk −
1
2

l∑
i=1

νi

l∑
j=1

l∑
k=1

w jk x j xk

=
∑
j<k

β jkw jk

之前提到，WT = W以及wii = 0，所以将w jk和wk j合并到一起，减少变量，矩阵W中
只有h = 1

2 l (l − 1)个参数需要进行校准。对于w jk，它的系数为

β jk = νj xk + νk xl − x j xk

l∑
i=1

νi
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需要估计的h个w jk构成向量w，这是一个h × 1的矩阵。

w =



w1

w2
...

wh



当然，估计矩阵W需要的实验组数p至少要满足p ≥ h。将实验数据写成矩阵乘积的形

式，如下



β11 β12 · · · β1h

β21 β22 · · · β2h
...

...
. . .

...

βp1 βp2 · · · βph





w1

w2
...

wh



=



y1

y2
...

yp



为了书写方便，定义以下两个矩阵

B =



β11 β12 · · · β1h

β21 β22 · · · β2h
...

...
. . .

...

βp1 βp2 · · · βph



, y =



y1

y2
...

yp



因为y与w呈线性关系，所以此处可以采用最小二乘法来拟合w的值。最小二乘法的数
学表达如下

min
ŵ

(y − Bŵ)T (y − Bŵ)

s.t. Bw = y

ŵ是拟合值，求解最优化函数可得

∂(y − Bŵ)T (y − Bŵ)
∂ŵ

=
∂[yTy − ŵTBTy − yTBŵ + ŵTBTBŵ]

∂ŵ
= −BTy − BTy + BTBŵ + (ŵTBTB)T

= 2(BTBŵ − BTy) = 0
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所以

ŵ = (BTB)−1BTy

ŵ是p组实验得到的拟合值，它与这些实验的选择密切相关，其代表的是这些实验所在

温压条件下体系混合后的状态，因此这些实验校准得到的模型适用范围应当集中在该

实验条件范围内。

4.2.2 有水混合体系

现在，我们考虑H2O加入体系时的作用。首先，定义N =
∑l

i=1 ni, v−nw ∈ {ni }
l
i=1,

另外，定义xi =
ni

N
, xw =

nw

N
，则液相的Gibbs自由能要增加一部分，该项与水的摩尔分

数相关——N f (xw )：

Gl iquid =

l∑
i=1

µ0ini + N RT
l∑

i=1

xi lnxi + N ·
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jk x j xk + N f (xw )

按照前面的步骤，先计算H2O的化学势：

(
∂Gl iquid

∂nw

)
T ,P,b

= µ0w + RT lnxw −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wwk xk +
∂N f (xw )
∂nw

= µ0w + RT lnxw + RT lnγw

所以

γw = exp(
− 1

2
∑l

j=1
∑l

k=1 w jkn jnk +
∑l

k=1 wwk xk +
∂N f (xw )

∂nw

RT
)

= exp(
− 1

2
∑l

j=1
∑l

k=1 w jkn jnk +
∑l

k=1 wwk xk

RT
) · exp(

∂N f (xw )
∂nw

RT
)

= C (1) · exp(
∂N f (xw )

∂nw

RT
)

关于H2O在体系中的活度aw，有很多研究，基本上可以分为两类。第一类考虑H2O含

量较少的情形(Hamilton et al., 1964)，当体系中水含量较少时，有aw = C (2) · x2
w，

即γw = C (2) · xw；第二类考虑H2O含量较多的情形(Stolper et al., 1982)，当体系中水含
量较多时，有aw = C (2) (xw ) · x2

w，即γw = C (2) (xw ) · xw。这两类情形在我们的模型中处
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理类似，这里仅就第一类情形做讨论。令C (2) = C (1) · C (3)，则

γw = C (2) · xw

= C (1) · C (3) · xw

= C (1) · exp(
∂N f (xw )

∂nw

RT
)

因此

RT ln(xwC (3)) =
∂N f (xw )
∂nw

对上式求积分，可以得到N f (xw )的值

N f (xw ) =
∫ nw

0
RT ln(xwC (3))dnw

= RT
∫ nw

0
lnxwdnw + RT

∫ nw

0
lnC (3)dnw

= (1) + RT
∫ nw

0
lnC (3)dnw

求(1)的值

RT
∫ nw

0
lnxwdnw = RT

∫ nw

0
ln

nw

nw +
∑

i,w ni

dnw

= RT
∫ nw

0
lnnwdnw − RT

∫ nw

0
ln(nw +

∑
i,w

ni )dnw

= N RT[xw lnxw + (1 − xw )ln(1 − xw )]

一般地，我们假设C (3) ≡ 1，则

RT
∫ nw

0
lnC (3)dnw ≡ 0

所以

N f (xw ) = N RT[xw lnxw + (1 − xw )ln(1 − xw )]
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再计算其他物质(例如ni)的化学势:

(
∂Gl iquid

∂ni

)
T ,P,b

= µ0i + RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

i jkn jnk +

l∑
k=1

wwk xk +
∂N f (xw )

∂ni

= µ0i + RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

i jkn jnk +

l∑
k=1

wwk xk + (2)

求(2)的值

∂N f (xw )
∂ni

=
∂N RT[xw lnxw + (1 − xw )ln(1 − xw )]

∂ni

= RT[xw lnxw + (1 − xw )ln(1 − xw )] + RT[−xw lnxw + xw ln(1 − xw )]

= RT ln(1 − xw )

而

(
∂Gl iquid

∂ni

)
T ,P,b

= µ0i + RT lnxi + RT lnγi

= µ0i + RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk + RT ln(1 − xw )

综上

RT lnγi = −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk + RT ln(1 − xw )

RT lnγw = −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wwk xk + RT lnxw

当H2O加入到体系时，体系达到均衡状态，下面的方程式同样成立。

l∑
i=1

νiRT lnal iquid
i − RT lnasolid

M = µ0m −

l∑
i=1

νi µ
0
i = RT lnk
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将RT lnγi和RT lnγw代入，得到

∑
i,w

νi[RT lnxi −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wik xk + RT ln(1 − xw )]

+ νw[RT lnxw −
1
2

l∑
j=1

l∑
k=1

w jkn jnk +

l∑
k=1

wwk xk + RT lnxw] − RT lnasolid
M

=µ0m −
∑
i,w

νi µ
0
i − νw µ

0
w = RT lnk

上面的方程式是关于w jk的线性组合，可以采取最小二乘法得到ŵ的拟合值。至此，我
们获得了Gibbs自由能G的表达式。
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